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REFLEKSI TERHADAP LINGKARAN 
 
Oleh 
Yandika Nugraha 
NIM.06305144032 
 
ABSTRAK 
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk mendefinisikan refleksi 
terhadap lingkaran, sehingga dapat diselidiki bagaimana menentukan bayangan 
dari suatu titik, garis dan lingkaran. Setelah didapatkan definisi dan bayangan dari 
suatu titik, garis, dan lingkaran, akan ditentukan sifat-sifat refleksi terhadap 
lingkaran.  
Untuk menentukan definisi refleksi terhadap lingkaran, dilakukan dengan 
mengkaji definisi refleksi terhadap titik dan garis, sedangkan untuk menentukan 
bayangan dari refleksi terhadap lingkaran, dapat menggunakan definisi yang 
sudah ada. Untuk menentukan sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran dapat dikaji 
berdasarkan sifat-sifat pada refleksi terhadap titik dan garis. 
Hasil pembahasan menunjukkkan bahwa untuk setiap titik P tidak pada 
titik pusat cermin lingkaran, maka refleksi dari titik P terhadap lingkaran γ yang 
berpusat di O yaitu titik P’ yang berada pada sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ, sehingga 
ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ. Suatu objek jika direfleksikan terhadap lingkaran maka akan 
menghasilkan bayangan yang bermacam-macam, tergantung dari posisi objek 
tersebut terhadap cermin lingkaran. Jika suatu titik direfleksikan terhadap 
lingkaran maka bayangannya akan berupa titik di dalam, pada, atau di luar 
lingkaran tergantung posisi titik terhadap cermin lingkaran. Bayangan dari suatu 
garis jika direfleksikan terhadap lingkaran akan berupa garis atau lingkaran 
tergantung posisi awal dari garis tersebut. Suatu lingkaran yang direfleksikan 
terhadap lingkaran akan menjadi sebuah lingkaran jika lingkaran tersebut tidak 
menyentuh titik pusat cermin lingkaran. Sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran 
antara lain adalah bukan merupakan isometri, merupakan involusi, memiliki titik 
tetap, garis tetap dan lingkaran tetap. 
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BAB I 
PENDAHULUAN 
 
A. Latar belakang 
Menurut Jarwo Jacko (tanpa tahun), Geometri secara harfiah dapat 
diartikan sebagai “ilmu pengukuran bumi”. Kata “geometri” berasal dari bahasa 
Yunani, “geo” yang berarti “bumi”, dan “metria” yang berarti “pengukuran”. 
Geometri adalah salah satu ilmu tertua, ilmu yang menyangkut geometri telah ada 
sejak zaman Mesir Kuno, Lembah Sungai Indus dan Babilonia, sekitar 3.000 SM. 
Peradaban zaman dulu telah memiliki pengetahuan tentang irigasi, drainase dan 
dapat mendirikan bangunan-bangunan raksasa yang tertinggal di masa kini. 
Seiring berjalannya waktu, geometri telah berkembang menjadi 
pengetahuan yang disusun secara menarik dan logis. Menurut Kusno (2004:54), 
geometri dimulai dari istilah-istilah dasar yang tidak terdefinisikan, kemudian 
didefinisikan beberapa istilah penting yang sering digunakan dalam pembahasan 
geometri agar terhindar dari kerancauan arti. Hal berikutnya yaitu ditetapkan 
beberapa aksioma dan postulat dan selanjutnya teorema-teorema. 
Salah satu pembahasan dalam geometri yaitu tentang transformasi 
geometri. Istilah transformasi geometri dapat ditafsirkan sebagai geometri yang 
membahas mengenai transformasi. Transformasi geometri yang biasa dipelajari 
yaitu refleksi, rotasi, translasi, dan dilasi. 
Dalam skripsi ini akan diteliti lebih lanjut mengenai refleksi. Refleksi yang 
telah umum dipelajari biasanya hanya mengenai refleksi terhadap sebuah titik dan 
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garis, namun demikian kali ini akan dibahas mengenai refleksi terhadap sebuah 
lingkaran. 
Refleksi terhadap titik adalah suatu refleksi dengan cermin berupa titik. 
Refleksi terhadap garis adalah suatu refleksi dengan cermin berupa suatu garis. 
Jika titik P di refleksikan terhadap suatu titik atau garis, maka bayangannya yaitu 
titik P’ dengan titik Q atau garis s merupakan titik tengah ܲܲԢ. 
Sifat-sifat refleksi titik dan garis yang ada pada dimensi dua antara lain 
adalah refleksi merupakan isometri yaitu bersifat kolineasi, mempertahankan 
besar sudut, dan mempertahankan kesejajaran. Refleksi merupakan involusi dan 
refleksi memiliki titik tetap dan garis tetap.  
Jika cerminnya adalah suatu lingkaran, diperlukan suatu penelitian lebih 
lanjut untuk menentukan definisi dan sifat-sifat refleksi pada lingkaran dengan 
mengkaji berdasarkan sifat-sifat refleksi terhadap titik dan garis.  
B. Batasan Masalah 
Penelitian ini dibatasi pada pembahasan refleksi dari titik, garis, dan 
lingkaran terhadap lingkaran di dimensi dua dan menggunakan penalaran 
deduktif. Dari berbagai sumber pustaka, refleksi terhadap lingkaran dikatakan 
sebagai suatu inversi. 
C. Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang di atas, dapat dirumuskan masalah yaitu:  
1. Bagaimana definisi refleksi terhadap suatu lingkaran? 
2. Bagaimana menentukan bayangan suatu titik, garis dan lingkaran jika 
direfleksikan terhadap suatu lingkaran? 
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3. Bagaimana sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran? 
D. Tujuan Penelitian 
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini adalah: 
1. Mendefinisikan refleksi terhadap lingkaran. 
2. Menentukan bayangan suatu titik, garis dan lingkaran jika direfleksikan 
terhadap lingkaran. 
3. Menyelidiki berbagai sifat refleksi titik dan garis terhadap lingkaran. 
E. Manfaat Penelitian 
Manfaat dari penelitian yang dilakukan adalah :  
1. Menambah wawasan penulis tentang refleksi terhadap lingkaran. 
2. Dapat digunakan sebagai tambahan informasi dan referensi bacaan untuk 
mahasiswa matematika, terlebih bagi mahasiswa yang hendak melakukan 
penelitian serupa. 
 
 
  
 
 
  4 
 
BAB II 
KAJIAN PUSTAKA 
 
Dalam bab ini akan diuraikan berbagai konsep yang digunakan untuk 
membahas masalah refleksi terhadap lingkaran. Adapun berbagai bahan acuan 
tersebut adalah titik, garis, sudut, kesebangunan, lingkaran, dan sifat–sifat refleksi 
pada dimensi dua dengan cermin suatu titik dan garis. 
A. Titik, Garis, dan Sudut 
Menurut Kusno (2004:54), geometri dimulai dari istilah-istilah yang tidak 
terdefinisikan, atau disebut unsur pangkal, yaitu berupa titik, garis, dan bidang. 
Istilah-istilah tidak terdefinisikan ini memulai proses definisi dalam geometri dan 
mendasari definisi semua istilah geometri lainnya. Terdapat juga pernyataan pangkal 
yaitu suatu pernyataan yang tidak perlu dibuktikan kebenarannya, seperti aksioma 
atau postulat.  
1. Titik 
Sebuah titik dilambangkan dengan sebuah noktah dan diberi nama dengan 
suatu huruf kapital. Titik tidak memiliki panjang maupun ketebalan. Model dari 
sebuah titik dapat berupa bekas tusukan jarum atau bekas ujung pensil di atas kertas. 
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2. Garis 
Sebuah garis yang melalui titik A dan B dilambangkan dengan simbol ܣܤശሬሬሬሬԦ . 
Untuk memberi nama sebuah garis, dapat memanfaatkan dua buah titik pada garis 
tersebut atau dengan sebuah huruf kecil. Sebuah garis memiliki panjang tetapi tidak 
mempunyai lebar maupun ketebalan. Model sebuah garis dapat berupa seutas tali 
yang diregangkan atau goresan pensil yang mengikuti tepi sebuah penggaris.  
Cara menuliskan sebuah garis yaitu : ܣܤശሬሬሬሬԦ, ܣܥശሬሬሬሬԦ, ܤܥശሬሬሬሬԦ, ܤܣശሬሬሬሬԦ, ܥܣശሬሬሬሬԦ, atau garis s, 
seperti yang ditunjukkan pada gambar berikut: 
 A B  C s 
          Gambar 1. Garis s. 
Pada Gambar 1, terdapat beberapa nama garis, sehingga pada garis yang sama 
dapat ditemukan banyak nama. 
a. Ruas Garis 
Definisi 2.1 (Kusno, 2004:62)  
 Suatu ruas garis yang ditentukan oleh dua titik berlainan A dan B adalah 
himpunan titik-titik yang terdiri dari titik A dan B sebagai ujung dan semua titik di 
antara titik A dan B, dilambangkan dengan ܣܤതതതത atau ܤܣതതതത. 
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b. Sinar Garis 
Definisi 2.2 (Kusno, 2004:62) 
 Misal titik A adalah suatu titik pada garis g. Suatu sinar garis pada garis g 
adalah himpunan titik-titik yang terdiri dari titik A sebagai pangkal dan semua titik 
yang sepihak dengan titik B terhadap titik A.  
A                B                  g 
                           Gambar 2. Sinar garis ܣܤሬሬሬሬሬԦ. 
Sinar garis dengan pangkal titik A dan memuat titik B dilambangkan dengan ܣܤሬሬሬሬሬԦ. 
3 Sudut 
Definisi 2.3 (Kusno, 2004:62) 
 Sudut adalah gabungan dua sinar garis yang bersekutu titik pangkalnya. Sinar-
sinar tersebut dinamakan kaki-kaki sudut, sedangkan titik pangkalnya dinamakan titik 
sudut. Simbol untuk sudut adalah ס atau ע. 
                     A                                       B 
                      C 
   Gambar 3. Sudut BAC           
 Sebuah sudut yang terbentuk oleh sinar garis ܣܤሬሬሬሬሬԦ dan ܣܥሬሬሬሬሬԦ dilambangkan dengan 
סܤܣܥ atau סܥܣܤ atau סܣ. Sinar garis ܣܤሬሬሬሬሬԦ dan ܣܥሬሬሬሬሬԦ disebut kaki-kaki sudut dan titik A 
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disebut titik sudut. Ukuran atau besar sudut ditulis dengan ݉סܣ. Sudut A berukuran 
60o ditulis ݉סܣ ൌ  60°. Besarnya sudut tidak dipengaruhi oleh panjang kaki sudut.  
B. Kongruensi 
Definisi 2.1 (Kusno, 2004:63) 
1. Ruas garis ܣܤ dikatakan kongruen dengan ܥܦ (ditulis ܣܤ ؆ ܥܦ) jika dan 
hanya jika ݉ܣܤ = ݉ܥܦ. 
2. Sudut סܣܤܥ dikatakan kongruen dengan סܴܲܳ (ditulis סܣܤܥ ؆ סܴܲܳ) jika 
dan hanya jika ݉סܣܤܥ ൌ ݉ סܴܲܳ. 
C. Kesebangunan Dua Segitiga 
 Untuk membahas kesebangunan dua segitiga, perlu diketahui terlebih dahulu 
mengenai suatu rasio dan proporsi (sebanding). Rasio digunakan untuk 
membandingkan beberapa ukuran. Rasio dua besaran adalah perbandingan ukuran 
pertama dengan ukuran kedua, yang dapat dinyatakan menggunakan titik dua, 
misalnya 3:4 atau pecahan biasa, misalnya ଷ
ସ
. Proporsi (sebanding) adalah kesamaan 
dari dua rasio, jadi 3:4 = 6:8. 
Definisi 2.2 (Barnett Rich, 2005: 64) 
Dua segitiga dikatakan sebangun jika kedua segitiga tersebut sudut-sudut yang 
berkorespondensi kongruen dan sisi-sisinya yang berkorespondensi sebanding. 
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Jika dua segitiga sebangun, misal ∆ABC dan ∆A’B’C’ dapat ditulis dengan lambang: 
∆ܣܤܥ ~ ∆ܣ’ܤ’ܥ’ ฻ סܣܤܥ ؆  סܣ′ܤ′ܥ ′, סܣܥܤ ؆ סܣ′ܥ ′ܤ′,
סܥܣܤ ؆ סܥ ′ܣ′ܤ′, dan ஺஻
஺′஻′
ൌ ஻஼
஻′஼ ′
ൌ ஺஼
஺′஼ ′
. 
Untuk mengetahui dua segitiga sebangun, dapat ditunjukkan dengan teorema berikut. 
a. Dua segitiga sebangun jika dua sudut yang berkorespondensi ukurannya sama 
(sudut-sudut) 
b. Dua segitiga sebangun jika diketahui ukuran-ukuran sisi-sisi yang 
berkorespondemsi sebanding (sisi-sisi-sisi) 
c. Dua segitiga sebangun jika diketahui dua pasang sisi yang berkorespondensi 
sebanding dan pasangan sudut yang diapit kedua sisi yang berkorespondensi 
tersebut kongruen (sisi-sudut-sisi) 
D. Lingkaran 
Definisi 2.3 (Kusno, 2004:114) 
Lingkaran didefinisikan sebagai himpunan titik-titik yang berjarak sama 
terhadap suatu titik tertentu. Jarak yang sama itu disebut jari-jari lingkaran dan titik 
tertentu itu disebut titik pusat lingkaran.  
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    A B 
  
                 C 
      Gambar 4. Lingkaran yang berpusat di O. 
Suatu lingkaran mempunyai daerah dalam dan dareah luar. Daerah dalam 
(interior) suatu lingkaran adalah himpunan titik pusat lingkaran dan semua titik  
didalam lingkaran. Titik di dalam adalah titik yang memiliki jarak terhadap titik pusat 
lingkaran kurang dari jari-jari lingkaran. Sedangkan daerah luar (eksterior) suatu 
lingkaran adalah himpunan semua titik di luar lingkaran. Titik di luar lingkaran 
adalah titik yang memiliki jarak terhadap titik pusat lebih besar dari jari-jari lingkaran 
tersebut. 
a. Bagian-bagian Lingkaran 
        
 D 
       
                  
 A B 
 
C 
     Gambar 5. Bagian-bagian lingkaran yang berpusat di O. 
Berdasarkan Gambar 5, dapat dijelaskan beberapa unsur lingkaran, yaitu: 
     
      O 
 
           O 
E
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1) Titik pusat. 
Pada Gambar 5, titik O merupakan titik pusat lingkaran. 
2) Jari-jari (r). 
Pada Definisi 5, telah dijelaskan bahwa jari-jari lingkaran adalah jarak dari titik 
pusat lingkaran ke lingkaran. Pada Gambar 5, jari-jari lingkaran ditunjukkan 
oleh ܱܣ, ܱܤ, ܱܥ, dan ܱܦ. Dengan demikian, dapat dikatakan bahwa jari-jari 
bisa menjadi jarak ataupun ruas garis, tergantung penggunaannya.  
3) Tali busur. 
Tali busur lingkaran adalah ruas garis yang titik ujung-titik ujungnya adalah dua 
titik pada lingkaran. Pada Gambar 5, tali busur lingkaran tersebut ditunjukkan 
oleh ܣܥ, ܣܦ, dan ܣܤ. 
4) Busur. 
Busur lingkaran AB merupakan gabungan titik A dan B serta  titik-titik pada 
lingkaran dalam interior sudut pusat AOB. Pada Gambar 5, busur AC (ditulis  
AC ), busur CB (ditulis CB ), busur AD (ditulis AD ), dan busur BD (ditulis BD) 
merupakan busur lingkaran. 
5) Diameter (d). 
Diameter adalah tali busur yang melalui titik pusat lingkaran. Pada Gambar 5, 
ܣܤ pada lingkaran dengan titik pusat O merupakan diameter lingkaran dengan 
݉ܣܤ = ݉ܣܱ + ܱ݉ܤ. Dengan kata lain, panjang diameter merupakan dua kali 
nilai jari-jarinya, ditulis d=2r. 
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6) Tembereng. 
Tembereng adalah daerah dalam lingkaran yang dibatasi oleh busur dan tali 
busur. Pada Gambar 5, tembereng ditunjukkan oleh daerah yang dibatasi oleh  
AC dan tali busur AC. 
7) Juring. 
Juring lingkaran adalah daerah dalam lingkaran yang dibatasi oleh dua jari-jari 
lingkaran dan sebuah busur yang diapit oleh kedua jari-jari lingkaran tersebut. 
Pada Gambar 5, juring lingkaran ditunjukkan oleh daerah yang dibatasi oleh 
jari-jari ܱܥ dan ܱܤ serta busur BC, dinamakan juring BOC. 
8) Apotema. 
Apotema merupakan ruas garis yang menghubungkan titik pusat lingkaran 
dengan tali busur lingkaran tersebut. Garis yang dibentuk bersifat tegak lurus 
dengan tali busur. Pada Gambar 5, ܱܧ merupakan apotema pada lingkaran. 
9) Sudut pusat lingkaran. 
Sudut pusat lingkaran adalah suatu sudut yang titik sudutnya pada pusat 
lingkaran. Pada Gambar 5, סܤܱܥ, סܤܱܦ, dan סܥܱܦ merupakan sudut pusat 
lingkaran. 
10) Sudut keliling lingkaran. 
Sudut keliling lingkaran adalah sudut di dalam lingkaran yang dibentuk oleh 
dua tali busur yang titik sudutnya pada lingkaran. Pada Gambar 5, סܤܣܥ,
סܤܣܦ, dan סܥܣܦ merupakan sudut keliling lingkaran. 
12 
 
b. Hubungan sudut pusat dan sudut keliling lingkaran 
Sudut pusat dan sudut keliling lingkaran memiliki hubungan seperti yang dijelaskan 
dalam teorema berikut. 
Teorema 2.1 (Kusno, 2004:124) 
Ukuran sudut keliling lingkaran sama dengan setengah ukuran sudut pusatnya. 
Bukti 
Berdasarkan Gambar 5, diketahui bahwa סܥܱܦ merupakan sudut pusat lingkaran dan 
סܥܣܦ merupakan sudut keliling lingkaran. Sudut סܥܱܦ dan סܥܣܦ menghadap 
busur yang sama, yaitu busur DC. Segitiga ADO merupakan segitiga sama kaki, maka 
݉סܱܣܦ ൌ ݉סܱܦܣ. Jadi, ݉סܣܱܦ = 180° െ 2 ൈ ݉סܱܣܦ. Segitiga AOC 
merupakan segitiga sama kaki, maka ݉סܱܥܣ ൌ ݉סܱܣܥ. Jadi, ݉סܣܱܥ ൌ 180° െ
2 ൈ ݉סܱܣܥ. Pada sudut pusat COD diperoleh, 
 ݉סܥܱܦ ൌ 360° െ ሺ݉סܣܱܦ ൅ ݉סܣܱܥሻ 
  = 360° െ ሺ180° െ 2 ൈ ݉סܱܣܦ ൅ 180° െ 2 ൈ ݉סܱܣܥሻ 
   =  360° െ ሺ360° െ 2 ൈ ݉סܱܣܦ െ 2 ൈ ݉סܱܣܥሻ 
  =  360° െ 360° ൅ 2 ൈ ݉סܱܣܦ ൅ 2 ൈ ݉סܱܣܥ 
 = 2 ൈ ݉סܱܣܦ ൅ 2 ൈ ݉סܱܣܥ 
  = 2 ൈ ݉סܥܣܦ. 
              ݉סܥܣܦ ൌ ଵ
ଶ
ൈ ݉סܥܱܦ. ז 
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Dengan demikian, telah diketahui bahwa jika sudut pusat lingkaran dan sudut keliling 
lingkaran menghadap busur yang sama maka besar sudut pusat adalah dua kali dari 
besar sudut keliling. 
c. Sifat Sudut pada Lingkaran  
Sudut pada lingkaran mempunyai beberapa sifat yang dinyatakan dalam teorema 
berikut. 
Teorema 2.2 (Kusno, 2004:124) 
Sudut keliling dalam semi lingkaran adalah sudut siku-siku. 
Bukti          R 
  P                                Q 
                                                        
  Gambar 6. Sudut siku-siku dalam lingkaran. 
Berdasarkan Gambar 6, diketahui bahwa lingkaran dengan titik pusat O 
memiliki diameter ܲܳ, סܱܲܳ merupakan sudut pusat, dan סܴܲܳ merupakan sudut 
keliling yang menghadap busur PQ. Berdasarkan Teorema 2.1, diketahui bahwa 
Ukuran sudut keliling lingkaran sama dengan setengah ukuran sudut pusatnya. 
 
 
        O 
       180o 
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 Oleh karena itu, ݉סܴܲܳ ൌ ଵ
ଶ
ൈ סܱܲܳ 
     ݉סܴܲܳ ൌ ଵ
ଶ
ൈ 180° 
        סܴܲܳ ൌ 90°. ז 
Dengan demikan, telah diketahui bahwa sudut keliling yang menghadap diameter 
lingkaran selalu membentuk 90° atau sudut siku-siku. 
d. Hubungan garis dan lingkaran 
Berdasarkan posisi dari garis dan lingkaran, maka terdapat tiga keadaan yaitu: 
1) Garis dan lingkaran saling asing 
Suatu garis dikatakan saling asing dengan lingkaran jika dan hanya jika garis dan 
lingkaran tersebut tidak memiliki titik persekutuan . 
2) Garis dan lingkaran yang bersinggungan 
Garis singgung lingkaran adalah garis yang mempunyai sebuah titik persekutuan 
pada lingkaran. Titik tersebut dinamakan titik singgung lingkaran.  
        (a)         A     (b)    A 
      g B 
     
 C 
                   Gambar 7. Garis singgung melalui satu titik.                         
 
       O 
 
       O 
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Gambar 7 menunjukkan lingkaran yang berpusat di titik O dengan diameter ܱܣ 
dan garis g menyinggung lingkaran dan tegak lurus ܱܣ. Garis g disebut garis 
singgung dan titik A disebut titik singgung. Pada Gambar 7 (a), terlihat bahwa 
hanya terdapat satu buah garis singgung yang melalui satu titik pada lingkaran, 
sedangkan pada Gambar 7(b) dapat terlihat bahwa dapat dibuat dua buah garis 
singgung melalui satu titik di luar lingkaran. 
Teorema 2.3 (Kusno, 2004:122) 
Setiap garis singgung lingkaran selalu tegak lurus terhadap jari-jari atau diameter 
yang melalui titik singgungnya. 
Bukti 
Pada Gambar 7(a), misalkan ܱܣ tidak tegak lurus g, maka akan berakibat ada garis 
lain l dengan ܱܣ ٣ ݈ dan l suatu garis singgung. Karena g dan l keduanya garis 
singgung di titik A, maka bertentangan dengan definisi bahwa Garis singgung 
lingkaran adalah garis yang mempunyai sebuah titik persekutuan pada lingkaran. 
Dengan demikian, pengandaian bahwa ܱܣ tidak tegak lurus g salah, seharusnya 
ܱܣ ٣ g. 
3) Garis dan lingkaran yang berpotongan 
Suatu garis yang memotong lingkaran tepat di dua titik dinamakan garis potong 
lingkaran.  
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e. Hubungan dua lingkaran 
Berdasarkan posisi dari lingkaran dan lingkaran, maka terdapat lima keadaan yaitu: 
1) Dua lingkaran dikatakan sepusat jika dan hanya jika kedua lingkaran tersebut 
mempunyai pusat yang sama. 
2) Dua lingkaran dikatakan bersinggungan luar jika dan hanya jika kedua lingkaran 
tersebut berpotongan tepat di satu titik dan daerah-daerah dalamnya tidak 
beririsan. 
3) Dua lingkaran dikatakan bersinggungan dalam jika dan hanya jika kedua 
lingkaran tersebut berpotongan tepat di satu titik dan daerah dalam lingkaran yang 
satu memuat daerah dalam lingkaran yang lain. Titik potongnya dinamakan titik 
singgung. 
4) Dua lingkaran dikatakan berpotongan jika dan hanya jika kedua lingkaran 
tersebut berpotongan tepat di dua titik.  
5) Dua lingkaran dikatakan saling asing jika dan hanya jika kedua lingkaran tersebut 
tidak mempunyai titik persekutuan. 
E. Refleksi Pada Dimensi Dua 
1. Transformasi Geometri 
Transformasi geometri T adalah pemetaan bijektif (korespondensi satu-satu) 
dari himpunan titik dalam bidang Euclides kepada himpunan yang sama. Menurut 
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Susanta (1990: 22), dalam pembahasan transformasi perlu dipelajari apa yang disebut 
sifat invarian (tidak berubah) terhadap transformasi tersebut. Suatu titik atau garis 
yang bertahan terhadap transformasi disebut dengan titik tetap atau garis tetap dan 
transformasinya disebut mempertahankan titik atau garis tadi. Suatu transformasi 
disebut kolineasi bila hasil transformasi terhadap suatu garis akan berupa garis lagi. 
Jadi bila g suatu garis maka T adalah suatu kolineasi bila T(g) akan berupa garis lagi. 
2. Isometri 
Suatu transformasi T adalah isometri jika dan hanya jika untuk setiap pasangan titik 
titik P dan Q dipenuhi ݉ܲ′ܳ′ തതതതതത ൌ ݉ܲܳതതതത dengan P' = T (P) dan Q' = T (Q).  
Kecuali untuk mempertahankan jarak antara dua titik, suatu isometri memiliki sifat 
memetakan garis menjadi garis, mempertahankan besar sudut, dan mempertahankan 
kesejajaran, seperti yang dinyatakan dalam teorema berikut. 
Teorema 2.4 (Susanta, 1990:23) 
Suatu isometri memetakan garis menjadi garis (kolineasi) 
Bukti      
   A      P      B g 
 
   
 P’ 
 
 A’ B’  g’ 
                            Gambar 8. Transformasi garis g. 
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Ambil sebarang isometri T dan garis g, akan ditunjukkan bahwa T(g) berupa sebuah 
garis. Ambil dua titik sebarang A dan B pada garis g dengan T(A) = A’ dan T(B) = B’. 
Tarik ܣ’ ܤ’ശሬሬሬሬሬሬሬԦ atau garis t. Akan dibuktikan bahwa ݃ ൌ ݃′. 
Ambil titik P sebarang pada garis g dengan A-P-B dan misalkan P’ = T(P). Anda                             
ikan titik P’ di luar garis t maka dalam ∆ܣԢܤԢܲԢ dipenuhi ݉ܣ’ܲ’+݉ܲ’ܤ’ > ݉ܣ’ܤ’, 
tetapi karena T isometri maka pastilah ݉ܣ’ܲ’ + mܲ’ܤ’ = mܣܲ + mܲܤ. Timbul 
kontradiksi, maka pengandaian titik P’ di luar salah, sehingga P’ harus pada garis g’, 
maka ݃ ൌ ݃′. ז 
Teorema 2.5 (Susanta, 1990:25) 
Suatu isometri mempertahankan besar sudut  
Bukti   
              A                       A'  
          B                         C                         B'                        C' 
                              
 
Gambar 9. Transformasi סABC. 
Ambil sebuah סܣܤܥ, andaikan A' = T (A), B' = T (B), dan C' = T (C)  
Menurut Teorema 2.4, maka ܣ′ܤ′ശሬሬሬሬሬሬԦ dan ܤ′ܥ′ശሬሬሬሬሬሬԦ adalah garis lurus. Oleh karena סܣܤܥ ൌ
ܤܣሬሬሬሬሬԦ ׫ ܤܥሬሬሬሬሬԦ maka סܣ′ܤ′ܥ ′ ൌ ܤ′ܣ′ሬሬሬሬሬሬሬԦ ׫ ܤ′ܥ′ሬሬሬሬሬሬሬԦ sedangkan ܤܣԢ ؆ ܤܣ, ܤԢܥԢ ؆ ܤܥ, ܥԢܣԢ ؆ ܥܣ. 
Dengan demikian ∆ABC ؆ ∆ A' B' C'. Jadi  סA' B' C' ؆ סABC.ז  
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Dengan demikian suatu isometri dapat mempertahankan besarnya suatu sudut. 
Teorema 2.6 (Susanta, 1990:25) 
Suatu isometri mempertahankan kesejajaran 
Bukti: 
          a           b                                               a'            b' 
 
 Gambar 10. Transformasi garis a sejajar garis b. 
Harus diperlihatkan bahwa garis a' // b'. Andaikan garis a' memotong garis b' di 
sebuah titik P', jadi P' ∈ a' dan P’ ∈ b’. Oleh karena T sebuah transformasi maka ada 
titik P sehingga T (P) = P' dengan P א a dan P א b. Ini berarti bahwa garis a 
memotong garis b di titik P, jadi bertentangan dengan yang diketahui bahwa        
garis a // b.  
Maka pengandaian bahwa garis a' memotong garis b' salah. Jadi haruslah             
garis a' // b'. ז 
3. Refleksi Terhadap Titik dan Garis 
Refleksi pada dimensi dua berdasarkan cerminnya dibedakan atas refleksi 
terhadap titik dan refleksi terhadap garis. Sebagai pembanding dalam membahas 
refleksi terhadap lingkaran, berikut hanya akan diuraikan sifat-sifat refleksi terhadap 
titik dan garis pada dimensi dua. 
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a. Refleksi Terhadap Titik 
Definisi 2.4 
Refleksi terhadap titik Q dilambangkan dengan ܯொ. 
Suatu refleksi terhadap titik Q adalah suatu pemetaan yang memenuhi  
( i ) Jika P = Q maka ܯொ ( P ) = P. 
( ii ) Jika P ് Q maka ܯொ ( P ) = P’, dengan Q merupakan titik tengah ܲܲ′. 
Untuk menyelidiki lebih lanjut sifat-sifat refleksi terhadap titik, akan diselidiki 
bahwa refleksi terhadap titik merupakan transformasi. 
Teorema 2.7(Susanta, 1990:42) 
Setiap refleksi terhadap titik adalah transformasi. 
1) Dari Definisi 2.4 terlihat bahwa daerah asal M adalah seluruh bidang V 
(Euclides). 
2) ܯொ adalah pemetaan surjektif. 
Ambil titik ܺᇱ א ܸ. Jika ܺᇱ ൌ ܳ maka MQ (X) = X = X’. Misalkan X’് ܳ, 
maka ܯொሺܺሻ ൌ ܺԢ dengan Q menjadi titik tengah ܺܺԢ. Sehingga titik X’ 
memiliki prapeta. Jadi M adalah surjektif. 
3) ܯொ merupakan pemetaan injektif. 
Jika ܣ ് ܤ maka akan dibuktikan bahwa ܯொሺܣሻ ് ܯொሺܤሻ. 
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Ambil ܣ ് ܳ, ܤ ് ܳ, dan ܣ ൌ ܤ. Misalkan bahwa ܯொሺܣሻ ൌ ܯொሺܤሻ, 
sehingga   A’ = B’. Jadi, Q merupakan titik tengah ܣܣԢ dan ܤܤԢ. Karena 
A’=B’, maka  ܣܣԢ = ܤܣԢ. Titik Q merupakan titik tengah ܣܣԢ dan ܤܣԢ, 
sehingga dapat dikatakan bahwa A = B. Jadi ܯொ adalah injektif.  
Berdasarkan 1, 2, dan 3 maka ܯொ adalah suatu transformasi dengan daerah 
asal bidang Euclides dan daerah hasil bidang Euclides.  
Berdasarkan Definisi 2.4, maka akan memunculkan beberapa teorema sebagai 
berikut. 
Teorema 2.8 (Susanta, 1990:43) 
Setiap refleksi terhadap titik adalah isometri. 
Bukti : 
Misalkan ܯொ ( A ) = A’ 
     ܯொ ( B ) = B’ 
1) Untuk titik A dan B pada Q berdasarkan Definisi 2.4, maka A = A’ dan B = B’, 
sehingga A = B = Q. 
2) Untuk titik A = Q dan B ് Q,  ܯொ (A) = A’ = A dan ܯொ (B) = B’, titik Q merupakan 
titik tengah ܤܤԢ. Jika ܣܤ ؆ ܳܤ maka ܣԢܤԢ ؆ ܣܤԢ ؆ ܳܤԢ. Dengan demikian, jika A’ 
= A = Q maka ܳܤ ؆ ܳܤԢ atau ܣܤ ؆ ܣԢܤԢ. 
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3) Untuk letak ruas garis tertentu. 
Suatu  ruas garis akan di refleksikan terhadap titik Q. Ambil ܣܤ, titik A dan B 
di luar Q.      
A          B’ 
    Q 
 
B                      A’      
 Gambar 11. Refleksi ܣܤ terhadap titik Q. 
Dari Gambar 11 diketahui bahwa ܣܣ′ dan ܤܤ′ saling berpotongan di titik Q 
dengan ܣܳ ؆ ܳܣ′ dan ܤܳ ؆ ܳܤ′. Dalam  perpotongan dua ruas garis, sudut yang 
bertolak belakang memiliki besar yang sama, oleh karena itu סAQB  ؆ סA’QB’. 
Karena panjang sisi-sisi yang berkorespondensi sama dan sudut yang diapit oleh 
kedua sisi tersebut sama, maka ∆ABQ ؆ ∆A’QB’, sehingga dapat diketahui bahwa 
ܣܤ ؆ ܣ′ܤ′.  
Berdasarkan bukti ini, diperoleh bahwa refleksi terhadap titik adalah suatu 
isometri karena mempertahankan jarak.ז 
Menurut Rawuh (1994:39), kecuali untuk mempertahankan jarak, suatu 
isometri memiliki sifat memetakan garis menjadi garis, mempertahankan besar sudut, 
dan mempertahankan kesejajaran, seperti yang dinyatakan dalam teorema berikut. 
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1) Memetakan garis menjadi garis 
Suatu garis s akan direfleksikan terhadap titik Q. Ambil ܣܤ, titik A dan B di luar Q. 
         
  A      B’ 
    Q 
 
 B      A’ 
 
 s     s’ 
  Gambar 12. Refleksi garis s terhadap Q. 
Ambil sebarang isometri T dan garis s, akan ditunjukkan bahwa T(s) berupa sebuah 
garis. Ambil dua titik sebarang A dan B pada garis s dengan T(A) = A’ dan T(B) = B’. 
Tarik garis s’(A’, B’). Akan dibuktikan bahwa ݏ ൌ ݏ′. 
Ambil titik P sebarang pada garis s dengan A-P-B dan misalkan P’ = T(P).                             
Andaikan titik P’ di luar garis s’ maka dalam ∆ܣԢܤԢܲԢ dipenuhi ݉ܣ’ܲ’+݉ܲ’ܤ’ > 
݉ܣ’ܤ’, tetapi karena T isometri maka pastilah ݉ܣ’ܲ’ + mܲ’ܤ’ = mܣܲ + mܲܤ. 
Timbul kontradiksi, maka pengandaian titik P’ di luar salah, sehingga P’ harus pada 
garis s, maka ݃ ൌ ݐ.ז 
2) Mempertahankan besar sudut 
Ambil sebuah ∆ܣܤܥ, berdasarkan Definisi 2.4 diketahui bahwa ܣ′ ൌ ܯொሺܣሻ, ܤ′ ൌ
ܯொሺܤሻ, ܥ ′ ൌ ܯொሺܥሻ. Akan dibuktikan bahwa ∆ܣܤܥ ؆ ∆ܣ′ܤ′ܥ ′. 
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 B’ C’ 
 A Q 
  
C  B A’ 
           Gambar 13. Refleksi ∆ܣܤܥ terhadap titik Q. 
Berdasarkan Teorema 2.8(a) diketahui bahwa suatu garis direfleksikan 
terhadap titik akan menjadi garis. Panjang ܣܤ ؆ ܣ′ܤ′, ܤܥ ؆ ܤ′ܥ′, dan ܣܥ ؆ ܣ′ܥ′, 
maka  ∆ܣܤܥ ؆ ∆ܣ′ܤ′ܥ′. Dengan demikian סܣܤܥ ؆ סܣ′ܤ′ܥ ′, סܤܥܣ ؆ סܤ′ܥ ′ܣ′,
dan סܥܣܤ ؆ סܥ ′ܣ′ܤ′. ז 
3) Mempertahankan kesejajaran 
Misalkan ܣܤ//ܥܦ, berdasarkan Definisi 2.4 diketahui bahwa ܣ′ ൌ ܯொሺܣሻ, ܤ′ ൌ
ܯொሺܤሻ, ܥ ′ ൌ ܯொሺܥሻ, dan ܦ′ ൌ ܯொሺܦሻ. Akan dibuktikan bahwa ܣ′ܤ′//ܥ ′ܦ′. 
                           A                           
                                C’ 
                      D 
                B  Q 
                       B’ 
 
       D’ 
                C 
      A 
Gambar 14. Refleksi garis ܣܤശሬሬሬሬԦ//ܥܦശሬሬሬሬԦ terhadap titik Q. 
Dari gambar 14 diketahui bahwa ܣܣ′ dan ܤܤ′ saling berpotongan di titik Q 
(titik refleksi) dengan ܣܳ ؆ ܳܣ′ dan ܤܳ ؆ ܳܤ′. Ruas garis ܥܥ′ dan ܦܦ′  ܥܳ ؆ ܳܥ′ 
saling berpotongan di titik Q (titik refleksi) dengan ܦܳ ؆ ܳܦ′. Dalam  perpotongan 
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dua ruas garis, sudut berlainan memiliki besar yang sama, oleh karena itu סAQB ؆
סA’QB’ dan סCQD ؆ סC’QD’ . Maka diperoleh bahwa  ∆AQB ؆ ∆A’QB’ dan  
∆CQD ؆ ∆C’QB’. Jika ܣܤ//ܥܦ maka ܣ′ܤ′//ܥ ′ܦ′. ז 
Dengan demikian, diketahui bahwa suatu refleksi terhadap titik merupakan 
isometri yang memiliki sifat memetakan garis menjadi garis, mempertahankan besar 
sudut, dan mempertahankan kesejajaran. 
Teorema 2.9 (Susanta, 1990:42) 
Refleksi terhadap titik bersifat involusi. 
MQ MQ = I 
A Q              A’ 
                     Gambar 15. Refleksi titik A terhadap titik Q. 
Bukti 
Menurut Definisi 2.4, jika terdapat titik A dan MQ adalah transformasi refleksi dengan 
titik Q sebagai cermin, maka MQ (A) = A’ dengan Q adalah titik tengah ܣܣ′. Karena 
Q adalah titik tengah dari ܣܣ′, maka Q merupakan titik tengah dari ܣ′ܣ, sehingga MQ 
(A’) = A, maka berdasarkan Definisi 2.4 diperoleh bahwa MQ ( MQ (A)) = MQ (A’) = 
A atau MQ MQ= I. ז 
Teorema 3.0 (Susanta, 1990:44) 
Satu-satunya titik tetap dalam MQ adalah titik Q sendiri, sedang garis-garis tetap 
adalah garis yang melalui Q. 
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Bukti 
Untuk titik pada Q, telah ditunjukkan langsung pada Definisi 2.4 dan sebagai 
akibatnya, titik Q akan menjadi titik tetap. 
Misalkan garis g melalui titik Q. Ambil sebarang titik C pada g di luar titik Q, maka 
MQ (C) = C’ akan segaris dengan C dan Q (karena Q titik tengah ܥܥᇱ) maka C’ א g. 
Hubungan ini berlaku untuk setiap titik pada garis g, sehingga g disebut garis tetap. ז 
b. Refleksi Terhadap Garis 
Definisi 2.5 (Susanta, 1990:49) 
Refleksi terhadap garis s dilambangkan dengan ܯ௦ 
Suatu refleksi terhadap sebuah garis s adalah suatu pemetaan yang memenuhi 
( i ) Jika P א  s maka ܯ௦ ( P ) = P. 
( ii ) Jika P ב s maka ܯ௦ ( P ) = P’, dengan garis s adalah sumbu ܲܲ′. Garis s 
dinamakan sebagai sumbu refleksi dan tegak lurus dengan  ܲܲ′.  
Untuk menyelidiki lebih lanjut sifat-sifat refleksi terhadap garis, akan diselidiki 
bahwa refleksi terhadap garis merupakan transformasi. 
Teorema 3.0 (Rawuh, 1994:34) 
Setiap refleksi terhadap garis adalah transformasi. 
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1) Dari Definisi 2.5 terlihat bahwa daerah asal M adalah seluruh bidang V 
(Euclides). 
2) ܯ௦ adalah pemetaan surjektif. 
Ambil titik ܺᇱ א ܸ. Jika ܺᇱ א ݏ maka ܯ௦(X) = X = X’. Misalkan X’ב ݏ, maka 
X’ = ܯ௦(X)  dengan s menjadi sumbu ܺܺԢ. Dengan demikian diketahui bahwa 
ܯ௦ሺܺሻ ൌ ܺԢ, sehingga titik X’ memiliki prapeta. Jadi M adalah surjektif. 
3) ܯ௦ merupakan pemetaan injektif.  
Jika ܣ ് ܤ maka akan dibuktikan bahwa ܯ௦ሺܣሻ ് ܯ௦ሺܤሻ. 
Ambil ܣ ב ݏ, ܤ ב ݏ, dan ܣ ് ܤ. Andaikan bahwa ܯ௦ሺܣሻ ൌ ܯ௦ሺܤሻ, sehingga 
A’ = B’. Berdasarkan Definisi 2.5 diketahui bahwa sumbu s tegak lurus 
dengan ܣܣԢ  dan ܤܤԢ. Jadi, terdapat ܣܣԢ ٣ ݏ dan ܤܤԢ ٣ ݏ. Karena A’ = B’, 
berarti dari satu titik A’, terdapat dua garis berlainan yang tegak lurus dengan 
s, sehingga hal tersebut tidak mungkin. Jadi pengandaian  ܣ ് ܤ maka 
ܯ௦ሺܣሻ ൌ ܯ௦ሺܤሻ adalah tidak benar sehingga jika ܣ ് ܤ maka ܯ௦ሺܣሻ ്
ܯ௦ሺܤሻ. Jadi ܯ௦ adalah injektif.  
Berdasarkan 1, 2, dan 3 maka ܯ௦ adalah suatu transformasi dengan daerah 
asal bidang Euclides dan daerah hasil bidang Euclides.  
Berdasarkan Definisi 2.5, maka akan memunculkan beberapa teorema sebagai 
berikut. 
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Teorema 3.1 (Susanta, 1990:49) 
Setiap refleksi terhadap garis adalah suatu isometri.  
Bukti 
Misalkan ܯ௦ ( A ) = A’ 
  ܯ௦ ( B ) = B’  
1. Titik A dan B pada garis s. 
Maka berdasarkan definisi 2.5 diperoleh 
         ܯ௦ (A ) = A = A’ 
          ܯ௦ (B) = B = B’   
                s 
         ܯ௦ (B) = B = B’ 
         ܯ௦ (A) = A = A’ 
 Gambar 16. Refleksi ܣܤ terhadap garis s. 
Dengan demikian, refleksi ܣܤ terhadap garis s adalah ruas garis itu sendiri. 
2. Refleksi ܣܤ terhadap garis ݏ. 
a. Misalkan perpanjangan ܣܤ ٣ ݏ. 
                                 A 
                                 B                   
B’              s 
                                 A’ 
                    Gambar 17. Refleksi ܣܤ  terhadap  garis s. 
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Misalkan titik O adalah titik potong yang dilalui ܣܣ’തതതതത dan ܤܤ’തതതതത, berdasarkan 
Definisi 2.5, jarak titik A ke garis s sama dengan jarak titik A’ ke garis s dan 
berlaku pula untuk titik B. Maka ݉ܣܤതതതത = ܱ݉ܤതതതത – ܱ݉ܣതതതത  ൌ  ܱ݉ܤ’തതതതത –  ܱ݉ܣ’ തതതതതത ൌ
 ݉ܣ’ܤ’തതതതതത. 
b. Ruas garis ܣܤ sejajar garis s. 
Jika ܣܤതതതത direfleksikan terhadap garis s maka menghasikan ܤ’ܣ’ തതതതതതത.  
Berdasarkan Definisi 2.5, garis s membagi sama panjang ܣԢܣ dan ܤԢܤ, 
sehingga terbentuk persegi panjang. Berdasarkan sifat persegi panjang, 
diperoleh ܣԢܤԢ ؆ ܣܤ. 
     A’          B’ 
                                                      s 
 
       A          B 
Gambar 18. Ruas garis  ܣܤ  sejajar garis s. 
c. Ruas garis ܣܤ dengan titik A pada garis s, dan titik B di luar s. 
    B 
A’ = A  M         s 
 B’  
     Gambar 19. Salah satu ujung ruas garis terletak di garis s. 
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Diketahui bahwa סܣܯܤ ؆ סܣᇱܯܤᇱ ൌ 90°, ܤܯ ؆ ܯܤ’, dan ܣܯ ؆ ܣ’ܯ. 
Sehingga didapat ∆ܣܤܯ ؆ ∆ܣԢܤԢܯ. Dengan demikian ܣܤ ؆ ܣ’ܤ’. 
3. Refleksi sebarang ruas garis terhadap garis s.    
            B 
             A  
  D C         s 
                                                      A’ 
                     B’ 
          Gambar 20. Refleksi sebarang ruas garis terhadap garis s. 
Misalkan  D adalah titik tengah ܣܣԢ 
   C adalah titik tengah ܤܤ′ 
Maka titik C dan D pada garis s. 
Diketahui סADC ؆ סA’DC = 90o (karena ܣܣԢ ٣ s), kemudian ܣܦ ؆ ܣԢܦ, dan 
ܦܥ ؆ ܥܦ, sehingga ᇞ ܥܦܣ ؆ ᇞ ܥܦܣԢ. Akan di buktikan bahwa ܣܤ ؆ ܣԢܤԢ. 
Diketahui bahwa ᇞ ܥܦܣ ؆ ᇞ ܥܦܣԢ maka סܣܥܦ ؆ סܣԢܥԢܦԢ, sehingga סܣܥܤ ؆
סܣԢܥԢܤԢ.  Diketahui ܣܥ ؆ ܣԢܥ (karena ᇞ ܥܦܣ ؆ ᇞ ܥܦܣԢ), titik C merupakan 
titik tengah ܤܤԢ maka ܤܥ ؆ ܤԢܥ. Karena סܣܥܦ ؆ סܣԢܥԢܦԢ, ܣܥ ؆ ܣԢܥ, dan 
ܤܥ ؆ ܤԢܥ maka ∆ܣܤܥ ؆ ∆ܣԢܤԢܥ, sehingga  ܣܤ ؆ ܣԢܤԢ. ז 
 Dengan demikian, refleksi terhadap garis merupakan suatu isometri karena 
mempertahankan jarak (panjang ruas garis). 
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Menurut Rawuh (1994:39), kecuali untuk mempertahankan jarak, suatu 
isometri memiliki sifat memetakan garis menjadi garis, mempertahankan besar sudut, 
dan mempertahankan kesejajaran, seperti yang dinyatakan dalam teorema berikut. 
1) Memetakan garis menjadi garis 
Suatu garis g akan direfleksikan terhadap garis s. Ambil titik A dan B dengan A ് B 
pada garis g. Akan dibuktikan bahwa g = g’. 
 A P B g 
 
 s 
 
 g’ 
 A’     P’ B’ 
 
 Gambar 21. Refleksi garis g terhadap garis s. 
Ambil titik P sebarang pada garis g dengan A-P-B dan P’ = ܯ௦(P). Andaikan titik P’ 
di luar garis g’ maka dalam ∆ܣԢܤԢܲԢ dipenuhi ݉ܣ’ܲ’+݉ܲ’ܤ’ > ݉ܣ’ܤ’, tetapi karena 
sumbu s membagi dua sama panjang ܲܲԢ maka pastilah mܣܲ + mܲܤ = ݉ܣ’ܲ’ + 
mܲ’ܤ’. Timbul kontradiksi, maka pengandaian titik P’ di luar salah, sehingga P’ harus 
pada garis g’, maka ݃ ൌ ݃′. ז 
2) Mempertahankan besar sudut 
Ambil sebuah ∆ܣܤܥ, akan dibuktikan bahwa setiap sudut pada ∆ܣܤܥ memiliki 
ukuran yang sama dengan ∆ܣԢܤԢܥԢ. Berdasarkan Definisi 2.5 diketahui bahwa 
ܣ′ ൌ ܯ௦ሺܣሻ, ܤ′ ൌ ܯ௦ሺܤሻ, ܥ ′ ൌ ܯ௦ሺܥሻ. Akan dibuktikan bahwa ∆ܣܤܥ ؆ ∆ܣ′ܤ′ܥ ′. 
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  B   B’ 
 
 
   C       C’ 
A         A’ 
       s                                    
Gambar 22. Refleksi ∆ܣܤܥ terhadap garis s. 
Diketahui bahwa suatu garis direfleksikan terhadap garis akan menjadi garis. 
Berdasarkan Teorema 3.1, didapat bahwa ܣܤ ؆ ܣԢܤԢ, ܤܥ ؆ ܤԢܥԢ, dan ܣܥ ؆ ܣԢܥԢ, 
maka ∆ܣܤܥ ؆ ∆ܣԢܤԢܥԢ. Sehingga didapatkan סܣܤܥ ؆ סܣᇱܤᇱܥᇱ, סܤܥܣ ؆ סܤᇱܥᇱܣᇱ,
dan סܥܣܤ ؆ סܥᇱܣᇱܤᇱ.  Dengan demikian, setiap sudut pada ∆ܣܤܥ memiliki ukuran 
yang sama dengan ∆ܣԢܤԢܥԢ. ז 
3) Mempertahankan kesejajaran 
Diketahui bahwa garis ݐ//݃. Akan dibuktikan bahwa ݐԢ//݃Ԣ.  
 
 N 
 
  M 
 
 
 B C X C’ B’ 
 t g  g’ t’ 
       Gambar 23. Refleksi garis ܣܤശሬሬሬሬԦ//ܥܦശሬሬሬሬԦ terhadap garis s. 
Untuk membuktikan dua garis tersebut sejajar, ambil sebuah garis yang 
memotong garis t, g, dan tegak lurus sumbu s. Akan dibuktikan bahwa jika סܯܥܺ ؆
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סܰܤܺ, maka סܯܥᇱܺ ؆ סܰܤԢܺ. Berdasarkan Teorema 3.1 (a) diperoleh bahwa 
suatu garis direfleksikan terhadap garis akan menjadi garis. Garis t dan t’ akan 
memotong sumbu s dititik N, garis g dan g’ memotong sumbu s di titik M.  
Diketahui bahwa סܥܺܯ ؆ סܥᇱܺܯ ൌ 90°, ܥܺ ؆ ܺܥ’, dan ܺܯ ؆ ܺܯ, 
sehingga diketahui ∆ܯܥܺ ؆ ∆ܯܥԢܺ. Diketahui bahwa סܤܺܰ ؆ סܤᇱܺܰ ൌ 90°, 
ܤܺ ؆ ܺܤ’, dan ܺܰ ؆ ܺܰ, sehingga diketahui ∆ܰܤܺ ؆ ∆ܰܤԢܺ. 
Oelh karena itu, diperoleh bahwa סܯܥܺ ؆ סܯܥԢܺ dan סܰܤܺ ؆ סܰܤԢܺ. Jika 
סܯܥܺ ؆ סܰܤܺ, dengan סܯܥܺ ؆ סܯܥԢܺ dan סܰܤܺ ؆ סܰܤԢܺ maka סܯܥᇱܺ ؆
סܰܤԢܺ atau besar sudut yang berhadapan sama besar, sehingga bisa dikatakan bahwa 
ܤܰ//ܥܯ maka ܤԢܰ//ܥԢܯ.  
Dengan demikian, diketahui bahwa suatu refleksi terhadap garis merupakan 
isometri yang memiliki sifat memetakan garis menjadi garis, mempertahankan besar 
sudut, dan mempertahankan kesejajaran. 
Teorema 3.2 ( Susanta, 1990:50) 
Refleksi terhadap garis adalah suatu involusi 
Jadi : ܯ௦ܯ௦ ൌ ܫ  
  A’ 
    s 
  A  
 Gambar 24. Refleksi titik A terhadap garis s. 
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Bukti 
Menurut Definisi 2.5, jika terdapat titik A dan ܯ௦ adalah suatu transformasi refleksi 
dengan garis s sebagai cermin, maka ܯ௦( A ) = A’ dengan garis s adalah sumbu dari 
ܣܣ’തതതതത. Karena garis s adalah sumbu dari ܣܣ’തതതതത maka garis s juga merupakan sumbu dari 
ܣ′ܣതതതതത. Berdasarkan Definisi 2.5 dapat ditulis juga ܯ௦(A’)= A, maka didapat 
ܯ௦൫ܯ௦ሺܣሻ൯ ൌ ܯ௦ሺܣ′ሻ ൌ ܣ atau ܯ௦ܯ௦ ൌ ܫ. ז 
Teorema 3.3 (Susanta, 1990:51) 
Titik tetap terhadap Ms adalah titik pada garis s, sedangkan garis tetap adalah garis s 
sendiri dan semua garis yang tegak lurus pada garis s.  
  P  
     
  s 
 P’ 
Gambar 25. Refleksi garis tegak lurus s. 
Bukti  
Untuk titik pada garis s, telah ditunjukkan langsung pada Definisi 2.5 dan sebagai 
akibatnya, garis s akan menjadi garis tetap. 
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Misalkan garis g adalah garis tegak lurus s. Ambil sebarang titik P pada garis g di 
luar garis s, maka ܯ௦( P ) = P’ yang terletak pada garis g ( karena ܲܲ′ tegak lurus 
garis s dan titik P terletak pada garis g ). Hubungan ini akan berlaku untuk setiap titik 
pada garis g, sehingga g disebut sebagai garis tetap. ז 
 Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa refleksi terhadap titik dan 
garis memiliki sifat isometri, involusi, ada titik tetap dan garis tetap. Oleh karena itu, 
sifat-sifat refleksi terhadap titik dan garis dapat digunakan sebagai bahan kajian pada 
refleksi terhadap lingkaran. 
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BAB III 
PEMBAHASAN 
A. Definisi Refleksi Terhadap Lingkaran 
Refleksi terhadap lingkaran merupakan suatu refleksi yang menggunakan 
lingkaran sebagai cermin. Refleksi terhadap lingkaran memetakan objek di dalam 
cermin lingkaran ke luar cermin lingkaran dan sebaliknya. Jika terdapat titik di dalam 
lingkaran dan direfleksikan terhadap lingkaran tersebut, maka bayangan titik tersebut 
akan berada di luar cermin lingkaran dan sebaliknya jika titik tersebut berada di luar 
lingkaran maka bayangannya akan berada di dalam lingkaran. 
Dalam refleksi terhadap garis, refleksi Ms adalah suatu pemetaan terhadap 
garis s yang memenuhi Ms (A) = A untuk titik A pada garis s, dan Ms (A) = A’ untuk 
titik A yang berada di luar garis s, sedemikian sehingga s adalah sumbu ܣܣ’തതതതത (B. 
Susanta,1990: 49). Sedangkan refleksi terhadap lingkaran didefinisikan sebagai 
berikut. 
Definisi 3.1 (Greenberg, 1974: 194) 
Untuk setiap titik P ≠ O (titik pusat lingkaran), maka refleksi dari titik P terhadap 
lingkaran γ yang berpusat di O yaitu titik P’ yang berada pada sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ, 
sehingga ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ. Titik O disebut dengan titik pusat cermin lingkaran dan γ 
disebut cermin lingkaran, sedangkan r disebut jari-jari cermin lingkaran. 
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                  O   P                           P’ 
    ߛ 
   Gambar 26. Refleksi titik P terhadap lingkaran ߛ. 
B Menentukan Bayangan Titik, Garis, dan Lingkaran Jika Direfleksikan 
terhadap Lingkaran. 
Untuk menentukan sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran, perlu diketahui 
terlebih dahulu bagaimana menentukan bayangan dari suatu titik, garis dan lingkaran. 
Menurut Definisi 3.1, refleksi terhadap lingkaran mampu memetakan suatu objek dari 
dalam cermin lingkaran ke luar cermin lingkaran dan sebaliknya. 
1. Menentukan Bayangan dari Titik Jika Direfleksikan terhadap Lingkaran 
Berdasarkan posisi titik tersebut terhadap lingkaran, terdapat tiga masalah, 
yaitu: titik P di dalam γ, titik P di luar γ, titik P berada di cermin lingkaran, dan titik P 
berada di titik pusat cermin lingkaran.  
Teorema 3.4 (Greenberg, 1974: 195) 
a) Terdapat ߛ sebagai cermin lingkaran yang berpusat di titik O. Misalkan titik P di 
dalam γ dan ruas garis  ܷܶ suatu tali busur γ yang melalui titik P dan tegak lurus 
dengan ruas garis ܱܲ. Refleksi dari titik P adalah titik perpotongan antara garis 
singgung yang melalui titik T dengan garis singgung yang melalui titik U pada γ. 
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                           O      P                       P’ 
  
 
         U 
Gambar 27. Refleksi titik di dalam lingkaran. 
Bukti 
 Misal garis singgung γ yang melalui titik T memotong sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ di titik 
P’.  Diketahui סܱܲܶ ؆ סܱܶܲᇱ dan סܱܶܲ ؆ סܱܶܲԢ maka ∆OPT ~ ∆OTP’, sehingga 
sisi-sisi yang berkorespondensi sebanding, yaitu ை௉
ை்
ൌ ை்
ை௉′
. Jika ܱܶ ൌ ݎ, maka 
ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ yang menunjukkan bahwa P’ adalah bayangan dari P terhadap γ. ז 
b) Misalkan titik P di luar γ dan Q menjadi titik tengah dari ܱܲ dan terdapat 
lingkaran σ yang berpusat di titik Q dengan jari-jari ܱܳ dan ܳܲ. Lingkaran σ 
memotong γ di dua titik yaitu titik T dan U, sehingga terdapat garis ܲܶശሬሬሬԦ dan ܷܲശሬሬሬሬԦ 
sebagai garis singgung terhadap γ. Bayangan dari titik P adalah P’ yang 
merupakan perpotongan antara ruas garis ܷܶ dan ܱܲ. 
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  ߛ  O     P’       Q        P 
 
 U 
  Gambar 28. Refleksi titik P terhadap lingkaran. 
Bukti 
 Dari Gambar 28, diketahui bahwa γ dan lingkaran σ berpotongan di titik T dan 
U. Berdasarkan sifat sudut pada lingkaran, sudut keliling yang menghadap diameter 
lingkaran selalu membentuk 90o atau sudut siku-siku, sehingga סOTP dan סOUP 
merupakan sudut siku-siku. Setiap garis singgung selalu tegak lurus dengan jari, 
maka garis ܲܶശሬሬሬԦ dan ܷܲശሬሬሬሬԦ merupakan garis singgung terhadap γ. Jika ruas garis ܷܶ 
berpotongan dengan ruas garis ܱܲ pada titik P’, maka berdasarkan Teorema 3.4 (a), 
didapat bahwa titik P’ merupakan bayangan dari titik P. ז 
c) Jika titik P berada di cermin lingkaran maka bayangannya adalah titik itu sendiri. 
Bukti 
 Jika terdapat titik P pada cermin lingkaran, maka ܱܲ ൌ ݎ. Dari Definisi 3.1 
disebutkan bahwa untuk setiap titik P ≠ O maka refleksi dari titik P terhadap 
lingkaran γ yaitu titik P’ yang berada pada sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ, sehingga ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ. 
Diketahui ܱܲ ൌ ݎ, maka diperoleh ܱܲ′ ൌ ௥
మ
௥
ൌ ݎ. Terdapat titik P’ pada sinar garis 
ܱܲሬሬሬሬሬԦ, karena ܱܲ ൌ ܱܲ ൌ ݎ, maka titik P’ berada pada titik P. ז 
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d) Jika titik P berada di titik pusat cermin lingkaran maka bayangannya jauh tak 
terhingga. 
Bukti 
 Jika terdapat P berada pada pusat cermin lingkaran, maka dapat diketahui 
bahwa ܱܲ ൌ 0. Berdasarkan Definisi 3.1 diketahui bahwa ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ, sehingga 
diperoleh ܱܲ′ ൌ ௥
మ
଴
ൌ ∞ (jauh tak terhingga) ז 
 Dengan demikian refleksi Mߛ adalah suatu pemetaan terhadap lingkaran ߛ 
yang memenuhi  
i) Mߛ(P) = P jika titik P terletak pada lingkaran ߛ.  
ii) Mߛ(P) = P’, dengan ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ, jika titik P terletak di daerah dalam 
lingkaran ߛ atau berada di luar lingkaran dan tidak terletak di titik pusat cermin 
lingkaran. 
iii)  Jika titik P berada di titik pusat cermin lingkaran maka bayangannya jauh tah 
terhingga. 
2. Menentukan Bayangan dari Garis Jika Direfleksikan terhadap Lingkaran 
Terdapat suatu garis yang akan direfleksikan terhadap lingkaran. Berdasarkan 
posisi garis tersebut terhadap cermin lingkaran, maka akan terdapat tiga masalah 
yaitu garis tersebut melalui titik pusat cermin lingkaran, garis tersebut memotong 
cermin lingkaran tetapi tidak melalui titik pusat cermin lingkaran, dan garis tersebut 
tidak melalui titik pusat cermin lingkaran dan tidak memotong cermin lingkaran. 
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Teorema 3.5 (Kozai, 2009:8) 
Bayangan dari sebuah garis yang melalui titik pusat cermin lingkaran adalah garis itu 
sendiri. 
Bukti 
  Misal O menjadi titik pusat cermin lingkaran, dan terdapat garis l yang 
melalui titik O. Misal titik P berada pada garis l dan titik P’ merupakan hasil refleksi 
dari titik P, maka terdapat titik P’ berada pada ܱܲ, sehingga titik P’ juga berada pada 
garis l. Dengan demikian, setiap titik pada garis l jika direfleksikan maka hasilnya 
akan berada pada garis l tersebut. ז 
Teorema 3.6 (Kozai, 2009:9) 
Misalkan γ sebuah lingkaran dengan titik pusat O. Bayangan dari suatu garis yang 
tidak melalui O jika direfleksikan terhadap γ adalah sebuah lingkaran yang melalui O. 
Sebaliknya, bayangan dari lingkaran melalui O jika direfleksikan terhadap γ maka 
akan menghasilkan suatu garis. 
Bukti 
 Misal garis l  memotong cermin lingkaran, tetapi tidak melewati O (lihat pada 
Gambar 29). Untuk membuat bayangan dari garis l, dimisalkan P menjadi titik 
perpotongan antara sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ dengan garis l yang saling tegak lurus dan titik Q 
terletak pada garis l. Berdasarkan Definisi 3.1, diketahui bahwa ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ dan 
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ሺܱܳሻሺܱܳ′ሻ ൌ ݎଶ, dimana r merupakan jari-jari dari cermin lingkaran. Oleh karena 
itu, ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ሺܱܳሻሺܱܳ′ሻ, sehingga ை௉
ைொ′
 ൌ  ைொ
ை௉′
.  
 Segitiga ∆OPQ ~ ∆OQ’P’, karena dua pasang sisi yang berkorespondensi 
sebanding, yaitu  ை௉
ைொ′
 ൌ  ைொ
ை௉′
 dan pasangan sudut yang diapit kedua sisi yang 
berkorespondensi tersebut kongruen, yaitu סܱܳܲ ؆ סܲᇱܱܳԢ. Diketahui bahwa 
סOPQ adalah sudut siku-siku, sehingga סOQ’P’ merupakan sudut siku-siku. 
                            
       Gambar 29. Refleksi dari suatu garis yang tidak melalui O. 
 Dengan demikian, סOQ’P’ merupakan sudut keliling lingkaran  dengan ܱܲ’ 
sebagai diameter, sehingga titik Q’ harus berada pada lingkaran yang berdiameter 
ܱܲ’. Akibatnya, bayangan dari garis l berada di dalam lingkaran yang berdiameter 
ܱܲ’. Dengan membalikkan konstruksi, setiap bayangan titik pada lingkaran yang 
berdiameter  ܱܲ’ mempunyai titik pada garis l sebagai gambar sebelumnya, maka 
bayangan dari garis l adalah sebuah lingkaran dengan diameter ܱܲ’. ז 
        l 
Q'
P'O
R
P
Q
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 Hal ini berlaku juga untuk pernyataan yang sama yaitu jika garis l  tidak 
memotong atau bersinggungan di cermin lingkaran maka bayangannya yaitu 
lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran. Sebaliknya, jika lingkaran yang 
melalui titik pusat cermin lingkaran direfleksikan terhadap lingkaran maka 
bayangannya adalah suatu garis. 
 Dengan demikian telah diketahui bahwa bayangan refleksi garis terhadap 
lingkaran ditentukan oleh posisi dari garis tersebut. Jika garis tersebut melalui titik 
pusat cermin lingkaran, maka akan menghasilkan bayangan yang sama. Jika garis 
tersebut memotong cermin lingkaran dan tidak melalui titik pusat cermin lingkaran, 
maka akan menghasilkan bayangan sebuah lingkaran yang melalui titik pusat cermin 
lingkaran. Jika garis tersebut di luar cermin lingkaran, maka bayangannya juga 
sebuah lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran. 
3. Menentukan Bayangan dari Lingkaran Jika Direfleksikan terhadap 
Lingkaran 
 Teorema 3.6 menyatakan bahwa jika sebuah lingkaran yang melalui titik pusat 
cermin lingkaran direfleksikan terhadap lingkaran γ, maka bayangannya akan berupa 
garis. Tetapi bayangan dari suatu lingkaran yang tidak melalui titik O jika 
direfleksikan terhadap γ maka tidak akan menghasilkan suatu garis. 
 Berdasarkan Teorema 3.4(c) diketahui bahwa titik pada lingkaran γ jika 
direfleksikan terhadap lingkaran γ adalah titik itu sendiri, sehingga γ merupakan 
lingkaran tetap, sehingga dapat dikatakan bahwa refleksi dari γ adalah dirinya sendiri. 
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 Jika ߛ଴ adalah sebuah lingkaran dengan jari-jari r0 yang memiliki jari-jari 
sama dengan γ, maka ߛ଴ memiliki O sebagai titik pusatnya dan setiap titik dari ߛ଴ 
sama jauhnya dari O, sehingga bayangan dari refleksi tersebut juga akan sama 
jauhnya dari O. Berdasarkan Definisi 3.1 diketahui bahwa ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ, dan 
diketahui bahwa ܱܲ ൌ ݎ଴, maka:  
(r0)( ܱܲ′) = r2 
ܱܲ′ =  r2/r0. 
Bayangan dari ߛ଴ adalah lingkaran dengan jari-jari r2/r0 jika P adalah titik pada ߛ଴,  
Dalam kasus ini, dapat diketahui bahwa lingkaran yang tidak melalui O adalah 
sebuah lingkaran.  
Teorema 3.7 (Kozai, 2009:10) 
Bayangan dari lingkaran yang direfleksi terhadap lingkaran yang tidak melalui pusat 
dari cermin lingkaran adalah sebuah lingkaran. 
Bukti 
 Akan dibuktikan kasus ketika lingkaran ߛଵ di dalam cermin lingkaran γ dan 
sekaligus sebagai akibat dari kasus lingkaran ߛଵ berada di luar cermin lingkaran γ. 
Diketahui O adalah titik pusat cermin lingkaran γ dan O1 adalah titik pusat lingkaran 
ߛଵ. Buat sinar garis ܱܱሬሬሬሬሬሬԦଵ dan berikan nama perpotongan dari sinar garis ܱܱሬሬሬሬሬሬԦଵ dengan 
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lingkaran ߛଵ sebagai titik P dan R. Jika bayangan dari titik P adalah titik P’ dan titik 
R adalah titik R’, maka titik P’dan R’ berada pada sinar garis ܱܱሬሬሬሬሬሬԦଵ. Misal titik Q 
menjadi titik lain pada lingkaran ߛଵ dan titik Q’ menjadi bayangan dari titik Q. 
Berdasarkan sifat sudut pada lingkaran, sudut keliling yang menghadap diameter 
lingkaran selalu membentuk 90o atau sudut siku-siku sehingga diketahui bahwa 
סPQR adalah sudut siku-siku. Jika dapat ditunjukkan bahwa סP’Q’R’ juga 
merupakan segitiga siku-siku, maka סP’Q’R’ adalah sudut keliling di dalam 
lingkaran dengan ܲ’ܴ’ sebagai diameter, maka titik Q’ berada pada lingkaran dengan 
diameter ܲ’ܴ’. 
 
    Gambar 30. Lingkaran direfleksikan terhadap lingkaran. 
Berdasarkan Definisi 3.1, diketahui bahwa ሺܱܲሻሺܱܲᇱሻ ൌ ݎଶ = ሺܱܳሻሺܱܳ′ሻ ൌ
ሺܱܴሻሺܱܴ′ሻ ൌ ݎଶ, dimana r adalah jari-jari dari cermin lingkaran γ.  
Q'
P'P R DO
Y
R'
Y1
O1
Q
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Maka , ை௉
ைொ′
ൌ ைொ
ை௉′
 dan ைோ
ைொ′
ൌ ைொ
ைோ′
.. 
Segitiga ∆OPQ ~ ∆OQ’P’, karena dua pasang sisi yang berkorespondensi sebanding 
yaitu ை௉
ைொᇲ
ൌ ைொ
ை௉′
 dan pasangan sudut yang diapit kedua sisi yang berkorespondensi 
tersebut kongruen yaitu סܱܲܳ ؆ סܲԢܱܳԢ. 
Demikian juga ∆ORQ ~ ∆OQ’R’, karena dua pasang sisi yang berkorespondensi 
sebanding yaitu ைோ
ைொ′
ൌ ைொ
ைோ′
 dan pasangan sudut yang diapit kedua sisi yang 
berkorespondensi tersebut kongruen yaitu סQOR ؆ סQ’OR’.  
 Diketahui bahwa ukuran sudut luar segitiga sama dengan jumlah ukuran sudut 
dalam yang tidak berdampingan, dengan סOPQ adalah sudut bagian luar ∆ܴܲܳ, 
sehingga סOPQ adalah penjumlahan dari dua ukuran sudut bagian dalam yang 
berlawanan. Dengan demikian diperoleh mסOPQ = mסPRQ + ݉סPQR. Diketahui 
juga bahwa סORQ  ؆ סOQ’R’ karena ∆OQR ~ ∆OR’Q’ . 
Dengan demikian,  
݉סOPQ = ݉סOQ’P’ 
݉סPRQ + ݉סPQR = ݉סOQ’R’ + ݉סP’Q’R’ 
݉סORQ + ݉סPQR = ݉סORQ + ݉סP’Q’R’ 
݉סPQR = ݉סP’Q’R’. 
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Diketahui bahwa sudut סPQR adalah sudut siku-siku, sehingga סP’Q’R’ juga 
merupakan sudut siku-siku. 
 Untuk memperlihatkan bahwa bayangan dari lingkaran ߛଵ merupakan titik 
yang terletak pada lingkaran dengan diameter ܲ’ܴ’, maka dapat menggunakan cara 
yang sama seperti uraian di atas. ז 
Dengan demikian, jika lingkaran ߛଵ berada di dalam cermin lingkaran γ kemudian 
lingkaran ߛଵ direfleksikan terhadap lingkaran γ, maka bayangan  dari setiap titik pada 
lingkaran ߛଵ berada di luar γ dan membentuk suatu lingkaran. Sebaliknya, bayangan 
dari lingkaran di luar γ adalah lingkaran di dalam γ yang tidak melalui O. Pembuktian 
dari lingkaran yang tidak melalui O dan memotong γ adalah sama. 
Dengan demikian telah diketahui bahwa rerfleksi dari garis akan menjadi garis atau 
lingkaran dan lingkaran menjadi lingkaran atau garis,  tergantung dari objek tersebut 
apakah melalui titik pusat cermin lingkaran atau tidak. 
C. Sifat-sifat Refleksi terhadap Lingkaran 
Untuk mengetahui sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran, perlu diketahui bahwa 
refleksi terhadap lingkaran merupakan suatu transformasi. 
Teorema 3.8 
Setiap refleksi terhadap lingkaran adalah suatu transformasi. 
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Bukti 
Transformasi adalah pemetaan bijektif  (korespondensi satu-satu) dari himpunan titik 
dalam bidang Euclides ke himpunan yang sama. 
 Berdasarkan Teorema 3.4 diperoleh  refleksi Mߛ adalah suatu pemetaan 
terhadap lingkaran ߛ yang memenuhi:  
i) Mߛ(P) = P jika titik P terletak pada lingkaran ߛ.  
ii) Mߛ(P) = P’ dengan ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ, jika jika titik P terletak di daerah dalam 
lingkaran ߛ atau berada di luar lingkaran dan tidak terletak di titik pusat cermin 
lingkaran. 
iii)  Jika titik P berada di titik pusat cermin lingkaran maka bayangannya jauh tah 
terhingga. 
1. Berdasarkan Teorema 3.4 terlihat bahwa daerah asal M adalah seluruh bidang V 
(Euclides). 
2. Mߛ merupakan pemetaan surjektif.  
Ambil titik ܲᇱ א ܸ. Jika ܲᇱ א ߛ maka Mߛ(P) = P . Misalkan ܲᇱ ב ߛ, maka Mߛ(P) 
=P’. Sehingga titik P’ memiliki prapeta. Jadi M adalah surjektif. 
3. Mߛ merupakan pemetaan injektif. 
Jika ܣ ב ܤ maka akan dibuktikan bahwa ܯொሺܣሻ ് ܯொሺܤሻ. 
Misalkan ܣ ב ߛ dan ܤ ב ߛ dan Mߛ(A) = Mߛ(B) sehingga A’ = B’. 
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Dari Definisi 3.1 dikatakan bahwa refleksi dari titik P terhadap γ yaitu P’ yang 
berada pada sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬԦ. Karena A’ = B’, maka dari titik A’ akan terdapat dua 
ruas garis berlainan, yaitu ܣԢܣ dan ܣԢܤ, ini jelas tidak mungkin karena  ܣԢܣ 
berada pada sinar garis ܱܣሬሬሬሬሬԦ sedangkan ܣԢܤ tidak berada pada sinar garis ܱܤሬሬሬሬሬԦ. Jadi 
pengandaian bahwa A’ ് B’  maka Mߛ(A) = Mߛ(B) adalah salah.  
Dengan demikian jika A’ ് B’ maka Mߛ(A) ് Mߛ(B). Jadi Mߛ adalah injektif. 
Berdasarkan 1,2,3 diperoleh bahwa kesimpulan bahwa Mߛ adalah suatu 
transformasi. ז 
 Refleksi terhadap lingkaran merupakan suatu transformasi, selanjutnya akan 
ditentukan sifat-sifat dari refleksi terhadap lingkaran. Berdasarkan pembahasan 
sebelumnya telah diketahui bahwa refleksi terhadap titik dan garis memiliki sifat 
isometri, involusi, memiliki titik tetap, dan garis tetap. Dengan mengacu pada sifat 
yang ada pada refleksi terhadap titik dan garis, maka refleksi terhadap lingkaran 
memiliki sifat diantaranya: 
1. Refleksi terhadap lingkaran bukan suatu isometri 
 Suatu isometri memiliki sifat yaitu memetakan garis menjadi garis (kolineasi), 
mempertahankan besar sudut, dan mempertahankan kesejajaran. Harus ditunjukkan 
bahwa refleksi terhadap lingkaran merupakan kolineasi, mempertahankan besar sudut 
dan mempertahankan kesejajaran. 
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1) Memetakan garis menjadi garis (kolineasi) 
Refleksi terhadap lingkaran bukan suatu kolineasi 
Contoh 
Ambil suatu garis g dan refleksikan terhadap lingkaran. Pada Teorema 3.5, telah 
diketahui bahwa jika suatu garis direfleksikan terhadap lingkaran dan melalui 
titik pusat cermin lingkaran, maka bayangannya akan berupa garis tersebut, tetapi 
jika garis tersebut direfleksikan dan tidak melalui titik pusat cermin lingkaran, 
berdasarkan Teorema 3.6 maka bayangan dari garis tersebut akan berupa suatu 
lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran, sehingga refleksi terhadap 
lingkaran bukan merupakan suatu kolineasi.  
2) Mempertahankan sudut. 
Refleksi terhadap lingkaran tidak mempertahankan besar sudut. 
Contoh 
Ambil dua garis yang berpotongan di titik pusat cermin lingkaran. Jika kedua 
garis tersebut di refleksikan terhadap lingkaran, berdasarkan Teorema 3.5 maka 
bayangan dari kedua garis tersebut adalah garis itu sendiri. Oleh karena itu, besar 
sudut antara dua garis tersebut sama dengan besar sudut dari bayangannya, 
sehingga diperoleh bahwa releksi terhadap lingkaran mempertahankan besar 
sudut. 
Ambil dua garis tidak berpotongan di titik pusat cermin lingkaran. Jika kedua 
garis tersebut di refleksikan terhadap lingkaran, berdasarkan Teorema 3.6 akan 
diperoleh dua lingkaran yang berpotongan di dalam cermin lingkaran. Oleh 
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karena itu, besar sudut antara dua garis tersebut berbeda dengan besar sudut dari 
bayangannya, sehingga diperoleh bahwa releksi terhadap lingkaran tidak 
mempertahankan besar sudut. 
Dengan demikian, suatu refleksi terhadap lingkaran akan mempertahankan besar 
sudut jika dua garis tersebut berpotongan di titik pusat cermin lingkaran, tetapi 
jika dua garis tersebut tidak berpotongan di titik pusat cermin lingkaran, maka 
besar sudutnya tidak sama. 
3) Mempertahankan kesejajaran. 
Refleksi terhadap lingkaran tidak mempertahankan kesejajaran. 
Contoh 
Ambil dua garis g dan h yang sejajar dan terletak di luar cermin lingkaran. Jika 
kedua garis direfleksikan, berdasarkan Teorema 3.6, bayangannya akan berupa 
lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran. Dengan demikian refleksi 
terhadap lingkaran tidak mempertahankan kesejajaran.  
Dengan demikian, telah diketahui bahwa refleksi terhadap lingkaran 
bukanlah suatu isometri. 
2. Refleksi terhadap lingkaran merupakan involusi 
Teorema 3.9 
Refleksi terhadap lingkaran merupakan involusi 
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Bukti 
Berdasarkan Teorema 3.4 diketahui bahwa jika terdapat titik P dan ܯߛ adalah 
suatu refleksi dengan ߛ  sebagai cermin lingkaran, maka ܯߛ( P ) = P’ dengan ߛ 
adalah cermin lingkaran dari ܲܲ’തതതതത. Karena ߛ adalah cermin lingkaran dari ܲܲ’തതതതത maka ߛ 
juga merupakan cermin lingkaran dari ܲԢܲതതതതത. Berdasarkan Teorema 3.4 dapat ditulis 
juga ܯߛ(P’)= P. Dengan demikian, diperoleh, 
 ܯߛ ቀܯߛሺܲሻቁ ൌ ܯߛቀܲ
′ቁ ൌ ܲ atau ܯߛܯߛ ൌ ܫ 
Maka refleksi titik P terhadap lingkaran dan dilanjutkan refleksi bayangan 
titik P terhadap lingkaran yang sama adalah titik P sendiri, sehingga refleksi terhadap 
lingkaran merupakan involusi. ז 
3. Refleksi terhadap lingkaran memiliki titik tetap, lingkaran tetap, dan garis 
tetap 
Teorema 4.0 
Titik tetap terhadap Mγ adalah semua titik pada γ, garis tetap terhadap Mγ  adalah garis 
yang direfleksikan terhadap lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran dan 
lingkaran tetap terhadap Mγ adalah cermin lingkaran itu sendiri. 
Bukti 
Berdasarkan Teorema 3.4(c) diketahui bahwa titik pada cermin lingkaran γ 
jika direfleksikan adalah titik itu sendiri, sehingga dapat dikatakan bahwa refleksi 
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dari lingkaran γ terhadap cemin lingkaran γ adalah dirinya sendiri. Oleh karena itu, γ 
merupakan lingkaran tetap. 
Berdasarkan Teorema 3.5 diketahui bahwa misal O menjadi titik pusat cermin 
lingkaran dan terdapat garis l yang melalui O. Misal titik P berada pada garis l dan 
titik P’ merupakan hasil refleksi dari titik P. Maka, P’ berada pada ܱܲ, sehingga titik 
P’ juga berada pada garis l. Dengan demikian, setiap titik pada garis l jika 
direfleksikan maka hasilnya akan berada pada garis l tersebut. Oleh karena itu, garis l 
merupakan garis tetap. ז 
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BAB IV 
SIMPULAN DAN SARAN 
A. Simpulan 
Refleksi terhadap lingkaran pada dasarnya bisa dikatakan sebagai suatu inversi. 
Berdasarkan pembahasan mengenai refleksi terhadap lingkaran dapat ditarik beberapa 
kesimpulan, antara lain: 
1. Definisi Refleksi Terhadap Lingkaran 
Untuk setiap titik P ≠ O (titik pusat lingkaran), maka refleksi dari titik P terhadap 
lingkaran γ yang berpusat di O adalah titik P’ yang berada pada sinar garis ܱܲሬሬሬሬሬሬԦ, 
sehingga ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ. Titik O disebut titik pusat cermin lingkaran dan γ disebut 
cermin lingkaran, sedangkan r disebut jari-jari cermin lingkaran. 
2. Menentukan bayangan titik, garis, dan lingkaran jika direfleksikan terhadap 
lingkaran. 
a.  Bayangan titik jika direfleksikan terhadap lingkaran dipenuhi: 
i) Mߛ(P) = P jika titik P terletak pada lingkaran ߛ.  
ii) Mߛ(P) = P’, dengan ሺܱܲሻሺܱܲԢሻ ൌ ݎଶ, jika titik P terletak di daerah dalam 
lingkaran ߛ atau di daerah luar lingkaran dan tidak terletak di titik pusat 
cermin lingkaran. 
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iii)  Jika titik P berada di titik pusat cermin lingkaran maka bayangannya jauh 
tah terhingga. 
b. Bayangan garis jika direfleksikan terhadap lingkaran ditentukan oleh posisi 
dari garis tersebut. Jika garis tersebut melalui titik pusat cermin lingkaran, 
maka bayangan akan berupa garis itu sendiri. Jika garis tersebut memotong 
cermin lingkaran dan tidak melalui titik pusat cermin lingkaran, maka akan 
menghasilkan bayangan sebuah lingkaran yang melalui titik pusat cermin 
lingkaran. Jika garis tersebut di luar cermin lingkaran, maka bayangannya 
juga sebuah lingkaran yang melalui titik pusat cermin lingkaran. 
c. Suatu lingkaran yang direfleksikan terhadap lingkaran akan menjadi sebuah 
lingkaran jika lingkaran tersebut tidak menyentuh titik pusat cermin lingkaran. 
3. Sifat-sifat Refleksi Terhadap Lingkaran 
Sifat-sifat refleksi terhadap titik dan garis berbeda dengan refleksi terhadap lingkaran. 
Sifat-sifat refleksi terhadap lingkaran antara lain adalah refleksi terhadap lingkaran 
bukan merupakan isometri karena tidak memetakan garis menjadi garis (kolineasi), 
tidak mempertahankan besar sudut, dan tidak mempertahankan kesejajaran. Refleksi 
merupakan involusi yaitu ܯߛܯߛ ൌ ܫ, dan refleksi terhadap lingkaran memiliki titik 
tetap dan lingkaran tetap yaitu semua titik yang terletak pada cermin lingkaran, dan 
diketahui bahwa titik pada lingkaran γ jika direfleksikan adalah titik itu sendiri, 
sehingga γ merupakan lingkaran tetap. 
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B. Saran 
 Pembahasan topik refleksi terhadap lingkaran (dengan cermin suatu 
lingkaran) hanya menggunakan titik, garis, dan lingkaran sebagai objek yang akan 
direfleksikan, sehingga bagi para pembaca yang tertarik dengan topik ini dapat 
mengembangkan pembahasan pada objek yang lain dan aplikasi dari refleksi terhadap 
lingkaran.  
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